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Êðàòêîå ñîîáùåíèå

Ì.Ì.ÀÐÑËÀÍÎÂ, È.È.ÁÀÒÛÐØÈÍ, Ì.Ì.ßÌÀËÅÅÂ

CEA-ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ È ÈÅÐÀÐÕÈß ÅÐØÎÂÀ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóþòñÿ ñâÿçè CEA èåðàðõèè è èåðàðõèè Åðøîâà â ∆0
2-ñòåïåíÿõ. Èçó÷àåòñÿ

äàâíÿÿ ïðîáëåìà, ïîäíÿòàÿ â [1] î ñóùåñòâîâàíèè íèçêîé âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé (â. ï.) ñòå-
ïåíè a, äëÿ êîòîðîé êëàññ âñåõ íå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ CEA(a) ñòåïåíåé íå ñîäåðæèò
2-â. ï. ñòåïåíåé. Äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøåíà ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà áîëåå ñèëüíîãî ðåçóëüòàòà:
ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâû÷èñëèìàÿ íèçêàÿ â. ï. ñòåïåíü a, ÷òî ëþáàÿ CEA(a) ω-â. ï. ñòåïåíü
ÿâëÿåòñÿ â. ï. Òàêæå îáñóæäàþòñÿ ñâÿçàííûå ñ ýòîé ïðîáëåìîé âîïðîñû è âîçìîæíûå îáîá-
ùåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îòíîñèòåëüíàÿ ïåðå÷èñëèìîñòü, âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, èåðàð-
õèÿ Åðøîâà, íèçêîå ìíîæåñòâî.

ÓÄÊ: 510.535

DOI: 10.26907/0021-3446-2021-8-72-79

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñâÿçè CEA èåðàðõèè è èåðàðõèè Åðøîâà, ââåäåíîé â [2]�[4], âñå
ðàññìàòðèâàåìûå ñòåïåíè òüþðèíãîâûå. Ìíîæåñòâî A ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó óðîâíþ n
èåðàðõèè Åðøîâà (A ÿâëÿåòñÿ n-â. ï.), åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìåíÿåò ñâîå
çíà÷åíèå íå áîëåå n ðàç, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f(x, s), ÷òî äëÿ âñåõ
x âûïîëíÿåòñÿ f(x, 0) = 0, lims f(x, s) = A(x) è |{s : f(x, s) 6= f(x, s + 1)}| ≤ n. Ñòåïåíü
c íàçûâàåòñÿ CEA(a), åñëè c âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìà îòíîñèòåëüíî a è a ≤ c. Åñëè ïðè
ýòîì a < c, òî c íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé CEA(a). Â ñòàòüå [5] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (Ð.Ñîàð è Ì.Ñòîá [5]). Äëÿ ëþáîé íåâû÷èñëèìîé íèçêîé â. ï. ñòåïåíè a ñóùå-
ñòâóåò ñòåïåíü b, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ CEA(a), íî íå ÿâëÿåòñÿ â. ï. ñòåïåíüþ.

Òàêæå â ýòîé ñòàòüå áûëî âûñêàçàíî óòâåðæäåíèå, ÷òî ìîäèôèêàöèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû
ïîçâîëèò ñäåëàòü ñòåïåíü c 2-â. ï. Âïîñëåäñòâèè àâòîðû îòîçâàëè ýòî óòâåðæäåíèå, è âîïðîñ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18.06.2021, ïîñëå äîðàáîòêè 18.06.2021. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 29.06.2021.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà Ì.Ì.Àðñëàíîâà è Ì.Ì.ßìàëååâà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè Ïðî-
ãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî
îêðóãà (ñîãëàøåíèå No. 075-02-2021-1393). Ðàáîòà È.È.Áàòûðøèíà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ðîññèéñêî-
ãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò No. 18-11-00028). Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ì.Õ.Ôàéçðàõìàíîâó
çà ïîëåçíûå ñîâåòû è êîììåíòàðèè íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàáîòû. Ì.Ì.ßìàëååâ òàêæå áëàãîäàðåí
Ã. Âó çà ñåðèþ ïîëåçíûõ îáñóæäåíèé ðàáîò [1] è [5].
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î ñóùåñòâîâàíèè íèçêîé â. ï. ñòåïåíè a > 0, äëÿ êîòîðîé êëàññ âñåõ íå â. ï. CEA(a) ñòåïåíåé
íå ñîäåðæèò 2-â. ï. ñòåïåíåé, îñòàâàëñÿ îòêðûòûì (ñì. [1], [6]).
Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâû÷èñëèìàÿ íèçêàÿ â. ï. ñòåïåíü

a, ÷òî ëþáàÿ CEA(a) ω-â. ï. ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ â. ï. ñòåïåíüþ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî CEA(a)
ñòåïåíü c, ïîñòðîåííàÿ äëÿ íèçêîé â. ï. ñòåïåíè a â [5], íå ìîæåò áûòü 2-â. ï. Îòìåòèì, ÷òî
Ì.Õ.Ôàéçðàõìàíîâ â 2012 ãîäó òàêæå ñîîáùàë î äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ðåçóëüòàòà, íî íå
ïóáëèêîâàë åãî.
Â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â [7] è [8]. Ïîäðîáíîå

èçëîæåíèå ñâîéñòâ èåðàðõèè Åðøîâà è CEA èåðàðõèè ñîäåðæèòñÿ â [2], [3], [6] è â [9],
ñîîòâåòñòâåííî.

1. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò è èäåè äîêàçàòåëüñòâà

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêîå íåâû÷èñëèìîå íèçêîå â. ï. ìíîæåñòâî A, ÷òî ëþáîå ìíî-
æåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ CEA(A) è 2-â. ï., èìååò â. ï. ñòåïåíü.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñòðîèì òðåáóåìûå â. ï. ìíîæåñòâî A è âñïîìîãàòåëüíûå â. ï.
ìíîæåñòâà Ce,n, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

1.1. Òðåáîâàíèÿ.

Pe : A 6= Θe (äëÿ êàæäîãî ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîãî (÷.â.) ôóíêöèè Θe),
Ne : (∃∞s) (ΨA

e (e)[s] ↓⇒ ΨA
e (e) ↓) (äëÿ êàæäîãî ÷.â. ôóíêöèîíàëà Ψe),

Re,n : De = WA
n ⇒ ∃ â. ï. Ce,n (Ce,n ≤T A ⊕ De & De ≤T A ⊕ Ce,n) (äëÿ êàæäîãî

ìíîæåñòâà WA
n = dom(ΦA

n ), â. ï. îòíîñèòåëüíî A, è êàæäîãî 2-â. ï. ìíîæåñòâà De

ìû ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíîå â. ï. ìíîæåñòâî Ce,n),

ãäå {〈Φe,Ψe,Θe, De〉 : e ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèåé âñåõ êîðòåæåé 〈Φ,Ψ,Θ, D〉,
â êîòîðûõ Φ è Ψ ÿâëÿþòñÿ ÷. â. ôóíêöèîíàëàìè, Θ ÿâëÿåòñÿ ÷. â. âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé, è
D ÿâëÿåòñÿ 2-â. ï. ìíîæåñòâîì.
Ïîëíàÿ êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçóåò äåðåâî ñòðàòåãèé, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî áóäåò ñîîò-

âåòñòâîâàòü ñòðàòåãèÿì óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèé: âåðøèíû π áóäóò îáîçíà÷àòü ñòðàòåãèè
òðåáîâàíèé P, âåðøèíû η � ñòðàòåãèè òðåáîâàíèéN , âåðøèíû ρ� ñòðàòåãèè òðåáîâàíèéR.
Ñòðàòåãèè óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèé Pe è Ne ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè. Äëÿ óäîâëåòâî-

ðåíèÿ Pe âûáèðàåì íåêîòîðîãî ñâèäåòåëÿ p, è åñëè íà øàãå s èìååì Θe(p)[s] = 0, òî ïåðå÷èñ-
ëÿåì p â A. Äëÿ óäîâëåòâîðèíèÿ Ne èñïîëüçóåì ñòðàòåãèþ ïîñòðîåíèÿ íèçêîãî ìíîæåñòâà:
íà øàãå s ïûòàåìñÿ çàïðåòèòü äðóãèì ñòðàòåãèÿì ïåðå÷èñëÿòü ýëåìåíòû ≤ ψe(e)[s], ò. å. íå
ïðåâîñõîäÿùèå use-ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ΨA

e (e)[s] = ΨAs
e,s(e). Åñëè ΨA

e (e)[s] ↓, è Ne íå ïîç-
âîëèò âïîñëåäñòâèè íèêàêèì x ≤ ψe(e)[s] èçìåíèòü A(x), òîãäà A � ψe(e)[s] = As � ψe(e)[s],
ïîýòîìó ΨA

e (e)
y.

Ñòðàòåãèè óäîâëåòâîðåíèÿ Pe è Ne äåéñòâóþò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïîýòîìó èìåþò
òîëüêî åäèíñòâåííûé âûõîä íà äåðåâå ñòðàòåãèé, îáîçíà÷àåìûé �n.
Áàçîâàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ òðåáîâàíèÿ Re,n. Ñòðîèì òàêîå â. ï. ìíîæåñòâî Ce,n, êîòîðîå

îáåñïå÷èò Ce,n ≤T A ⊕De&De ≤T A ⊕ Ce,n (åñëè De = WA
n ). Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå

ñâîäÿùèå ôóíêöèîíàëû êàê Γe,n è ∆e,n, ò. å. Ce,n = ΓA⊕De
e,n è De = ∆

A⊕Ce,n
e,n .

Èñïîëüçóåì ω-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâ x, êàæäûé èç êîòîðûõ äåéñòâóåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äàëåå, î÷åâèäíûå èíäåêñû áóäåì îïóñêàòü. Äëÿ óäîáñòâà íèæåñëåäóþùèå ïóíêòû
áóäåì íàçûâàòü ýòàïàìè.

(1) Æäåì òàêîãî øàãà s0, ÷òî D(x)[s0] = WA(x)[s0] = 0.
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(2) Âûáèðàåì �áîëüøèå� ÷èñëà c(x) 6∈ C[s0], a(x) 6∈ A[s0], îïðåäåëÿåì ΓA⊕D(c(x))[s0] = 0
è ∆A⊕C(x)[s0] = 0 ñ use-ôóíêöèÿìè γ(c(x))[s0] > a(x) > x è δ(x)[s0] > c(x).

(3) Æäåì, êîãäà x ïåðå÷èñëèòñÿ â D, è D(x)[s1] = WA(x)[s1] = 1 âîññòàíîâèòñÿ íà
íåêîòîðîì øàãå s1 > s0.

(4) Ïåðå÷èñëÿåì c(x) â C è îïðåäåëÿåì ∆A⊕C(x)[s1] = 1, ΓA⊕D(c(x))[s1] = 1.
(5) Æäåì, êîãäà x ïîêèíåò D, è D(x)[s2] = WA(x)[s2] = 0 âîññòàíîâèòñÿ íà íåêîòîðîì

øàãå s2 > s1 (îòìåòèì, ÷òî ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè, òîëüêî åñëè íåêîòîðàÿ ñòðàòåãèÿ
ïåðå÷èñëèò êàêîé-òî ýëåìåíò â A � ϕ(x)[s1]).

(6) Ïåðå÷èñëÿåì a(x) â A, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ∆A⊕C(x)[s2] = 0 è ñîõðàíèòü
ΓA⊕D(c(x))[s2] = 1.

Ñòðàòåãèÿ èìååò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå âûõîäû.

A. Â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè áóäåò îòêðûòî òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî öèêëîâ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî D 6= WA. Îáîçíà÷àåì ýòîò âûõîä ÷åðåç �n.

Á. Â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè áóäåò îòêðûòî áåñêîíå÷íî ìíîãî öèêëîâ. Òîãäà îáåñïå÷èì
A⊕D ≡T A⊕ C ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëîâ Γ è ∆. Îáîçíà÷èì ýòîò âûõîä ÷åðåç ∞.

1.2. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñòðàòåãèÿìè. Ñòðàòåãèè òðåáîâàíèé âèäà R è P íå íà-
ðóøàþò äðóã äðóãà íàïðÿìóþ: è òå, è äðóãèå âûáèðàþò íîâûå íåèñïîëüçîâàííûå ÷èñëà
äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ èõ â A. Îäíàêî ïðè ýòîì, ïåðå÷èñëÿÿ ñâîèõ ñâèäåòåëåé â A, ñòðàòåãèè
òðåáîâàíèé P ìîãóò èçìåíèòü WA(z) äëÿ íåêîòîðîãî öèêëà z ñòðàòåãèè òðåáîâàíèÿ R è
òåì ñàìûì çàñòàâèòü åå ïåðå÷èñëèòü a(z) â A; a(z) ìîæåò èçìåíèòü WA(x) äëÿ íåêîòîðîãî
äðóãîãî öèêëà x, òåì ñàìûì çàñòàâèòü åå ïåðå÷èñëèòü a(x) â A, è ò. ä. Êàê è â ñòàòüå [1], ïðî-
èçîéäåò êàñêàä èçìåíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ñâèäåòåëü p ñòðàòåãèè òðåáîâàíèÿ P ìîæåò áûòü
�áîëüøèì�, â òî âðåìÿ êàê x è a(x) ìîãóò áûòü �ìàëåíüêèìè�, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé
ïðîáëåìíîé äëÿ ñòðàòåãèé òðåáîâàíèé N .
Ñòðàòåãèè òðåáîâàíèé N ñ áîëüøèì ïðèîðèòåòîì ìîãóò ïîìåøàòü ñòðàòåãèÿì òðåáîâà-

íèé R è P òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Åñëè ñòðàòåãèÿ òðåáîâàíèÿ R èìååò âûõîä �n, òî
îíà òàêæå ìîæåò íàðóøèòü ñòðàòåãèþ òðåáîâàíèÿ N òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρa∞ ⊆ η ⊂ π, ãäå ρ, η

è π ÿâëÿþòñÿ ñòðàòåãèÿìèR-,N - è P-òðåáîâàíèé ñîîòâåòñòâåííî, è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé.

(1) Íà øàãå s0 ñòðàòåãèÿ ρ ïåðåõîäèò íà ýòàï 2 äëÿ íåêîòîðîãî öèêëà x è âûáèðàåò a(x).
(2) Ïîñëå ýòîãî íà øàãå s1 > s0 ñòðàòåãèÿ η çàïðåùàåò a(x), ÷òîáû ñîõðàíèòü ñâîè

ψe(e)[s1] íåçèìåííûìè (îòìåòèì, ÷òî ñòðàòåãèÿ ρ íå ìîæåò îòêàçàòüñÿ îò a(x)).
(3) Ïîñëå ýòîãî íà øàãå s2 > s1 ñòðàòåãèÿ π âûáèðàåò ñâèäåòåëÿ p 6∈ A[s2].
(4) Ïîñëå ýòîãî íà øàãå s3 > s2 ñòðàòåãèÿ ρ ïåðåõîäèò íà ýòàï 3, ïðè ýòîì ϕ(x)[s3] > p,

è îñóùåñòâëÿåò äåéñòâèÿ, ïðåäóñìîòðåííûå ýòàïîì 4.
(5) Ïîñëå ýòîãî íà øàãå s4 > s3 ñòðàòåãèÿ π ïåðå÷èñëÿåò p â A äëÿ äèàãîíàëèçàöèè

Θ. Ýòî ïðåäîñòàâëÿåò ñòðàòåãèè ρ âîçìîæíîñòü ïåðåéòè íà ýòàï 5 è âûíóæäàåò åå
îñóùåñòâèòü äåéñòâèÿ, ïðåäóñìîòðåííûå ýòàïîì 6, à èìåííî ïåðå÷èñëèòü a(x) â A,
íàðóøàÿ òåì ñàìûì ñòðàòåãèþ η.

Áîëåå òîãî, ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî P-ñòðàòåãèé π′ ⊃ η, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò
äåéñòâîâàòü ïîäîáíûì îáðàçîì, íàðóøàÿ ñòðàòåãèþ η ïóòåì êàñêàäîâ ñ ó÷àñòèåì ñòðàòåãèè
ρ. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé ðàç íåêîòîðûé a(x) < r, ãäå r ÿâëÿåòñÿ çàïðåòîì ñòðàòåãèè
η, ìîæåò áûòü ïåðå÷èñëåí â A èç-çà êàñêàäîâ, âûçâàííûõ ñâèäåòåëåì pπ′ .
Îñíîâíàÿ èäåÿ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñòðàòåãèÿ

π îòêàçûâàåòñÿ îò ñâîåãî ñâèäåòåëÿ p è âûáèðàåò íîâîãî ñâèäåòåëÿ p′ íà êàæäîì øàãå s ñ
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íîâûì âû÷èñëåíèåì ΦA(x)[s] öèêëà x ñòðàòåãèè ρ, íà êîòîðîì ϕ(x)[s] > p è a(x) çàïðåùåí
ñòðàòåãèåé η. Ïîñêîëüêó ñòðàòåãèÿ η çàïðåùàåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ïóñòü r
áóäåò íàèáîëüøèì òàêèì ýëåìåíòîì, è ïóñòü s0 � íàèìåíüøèé øàã, íà êîòîðîì ñòðàòåãèÿ
η çàïðåùàåò r. Íàéäåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ öèêëîâ x, ÷òî a(x)[s0] < r. Ïóñòü k �
êîëè÷åñòâî òàêèõ öèêëîâ, òîãäà, ïîñëå øàãà s0 ñòðàòåãèÿ π ìîæåò áûòü âûíóæäåíà âûáðàòü
íîâîãî ñâèäåòåëÿ ìàêñèìóì k ðàç (êàæäûé ðàç, êîãäà îäèí èç öèêëîâ x ïåðå÷èñëÿåòñÿ â D,
ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëåíèå ΦA(x) çàâåðøàåòñÿ), ïîñêîëüêó D ÿâëÿåòñÿ 2-â. ï.
Äðóãàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: êîãäà ñòðàòåãèÿ π ïåðå÷èñëÿåò ñâèäåòåëÿ p

â A, ýòî ìîæåò âûçâàòü êàñêàä èçìåíåíèé â A, êîòîðûé â èòîãå íàðóøèò ðàáîòó ñòðàòåãèè
η. Íàïðèìåð, ìîæåò áûòü äâà òàêèõ öèêëà x < z, ÷òî a(x) < r (ãäå r � íàèáîëüøèé ýëåìåíò,
çàïðåùåííûé ñòðàòåãèåé η), è a(z) > r, îäíàêî p < ϕ(z) è a(z) < ϕ(x). Ïåðå÷èñëÿÿ p â A,
ñòðàòåãèÿ π ìîæåò âûíóäèòü ñòðàòåãèþ ρ ïåðå÷èñëèòü a(z) â A, è, ïîñêîëüêó a(z) < ϕ(x),
ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò âûíóäèòü ρ ïåðå÷èñëèòü a(x) â A, íàðóøàÿ ñòðàòåãèþ η.
Èäåÿ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè âçÿòà èç [1]. Ñòðàòåãèè ρ äîëæíû ïðîäåëàòü äî-

ïîëíèòåëüíóþ ðàáîòó äëÿ êàæäîãî öèêëà z, äëÿ êîòîðîãî p < ϕ(z) è r < a(z): îíè áóäóò
ïûòàòüñÿ ñäåëàòü a(z) áîëüøå, ÷åì ϕ(x) äëÿ âñåõ x < z, äëÿ êîòîðûõ x ∈ D. Òàê, åñëè íà
íåêîòîðîì öèêëå x < z íà øàãå s ñòðàòåãèÿ äîëæíà ïåðåéòè ñ ýòàïà 3 íà ýòàï 4 (ïðè ýòîì
ΦA(x)[s] ↓ è ϕ(x) > a(z)), òî îíà äåëàåò ýòî íå ñðàçó, à ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàåò äîïîëíè-
òåëüíûå äåéñòâèÿ: ïåðå÷èñëÿåò a(z) â A, ïåðå÷èñëÿåò c(z) â C, âîçâðàùàåò öèêë x íà ýòàï
3, à íà öèêëå z ïåðåîïðåäåëÿåò âû÷èñëåíèå ΓA⊕D(z) íàâñåãäà. Ïîñëå ýòîãî öèêë z æäåò
ðàñøèðÿþùåãî øàãà è ñíîâà íà÷èíàåò ñ ýòàïà 2, âûáèðàÿ íîâûå a(z) è c(z). Ïîñêîëüêó ýòî
ïðîèñõîäèò òîëüêî íà ðàñøèðÿþùèõ øàãàõ, íîâûé âûáðàííûé a(z) áóäåò áîëüøå, ÷åì ϕ(x).
Ýòè äîïîëíèòåëüíûå äåéñòâèÿ ïîçâîëÿþò î÷èñòèòü öèêë x îò âñåõ êàñêàäîâ öèêëà z.
Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ìíîæåñòâî

D � x èçìåíÿåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, è íå òðåáóåò, ÷òîáû òàêèõ èçìåíåíèé áûëî
íå áîëåå äâóõ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì äîêàçàòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ âåðíûì
è äëÿ êàæäîãî êëàññà ∆0

2-ìíîæåñòâ, ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìîãî îòíîñèòåëüíî ∅′, ò. å. âåðíà
ñëåäóþùàÿ áîëåå îáùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü U � êëàññ ∆0
2-ìíîæåñòâ, ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìûé îòíîñèòåëüíî ∅′.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâû÷èñëèìàÿ íèçêàÿ â. ï. ñòåïåíü a, ÷òî ëþáîå CEA(a) ìíî-
æåñòâî D ∈ U èìååò â. ï. ñòåïåíü.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâà èç Σ−1a óðîâíÿ èåðàðõèè Åðøîâà (äëÿ ëþáîãî a ∈ O èç êëè-
íèåâñêîé ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé) îáðàçóþò êëàññ ∆0

2-ìíîæåñòâ, ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìûõ îò-
íîñèòåëüíî ∅′ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [3], [10], [11]). Ïîýòîìó â òåîðåìå 3 â êà÷åñòâå êëàññà
U ìîæíî âûáðàòü ëþáîé Σ−1a èëè Π−1a óðîâåíü èåðàðõèè Åðøîâà.

2. Ñòåïåíè SS-ìíîæåñòâ è èåðàðõèÿ Åðøîâà

2.1. CEA èåðàðõèÿ äëÿ íèçêèõ è ñóïåðíèçêèõ ñòåïåíåé. Äëÿ óäîáñòâà äëÿ êàæäîãî
íåâû÷èñëèìîãî â. ï. íèçêîãî ìíîæåñòâà A áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî B, ïîñòðîåííîå â
òåîðåìå 1, SS(A)-ìíîæåñòâîì.
Íàïîìíèì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, óñòàíàâëèâàþùóþ ñâÿçü ìåæäó îòíîñèòåëüíîé ïåðå÷èñ-

ëèìîñòüþ è óðîâíÿìè èåðàðõèè Åðøîâà.

Òåîðåìà 4 (Ì.Ì.Àðñëàíîâ, Äæ. ËàÔîðò, Ò. Ñëàìàí [12]). Ëþáàÿ ω-â. ï. ñòåïåíü c, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ CEA(a) äëÿ íåêîòîðîé â. ï. ñòåïåíè a, ÿâëÿåòñÿ 2-â. ï. ñòåïåíüþ.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èç òåîðåìû 2
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Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâû÷èñëèìàÿ íèçêàÿ â. ï. ñòåïåíü a, ÷òî ëþáàÿ CEA(a)
ω-â. ï. ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ â. ï.

Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 4 äëÿ ëþáîãî â. ï. ìíîæåñòâà A è ëþáîãî ω-â. ï. ìíîæåñòâà
C, êîòîðîå îáëàäàåò CEA(A) ñòåïåíüþ, ñóùåñòâóåò 2-â. ï. ìíîæåñòâî D ≡T C, êîòîðîå
òàêæå ÿâëÿåòñÿ CEA(A). Ïîýòîìó ñòåïåíü ìíîæåñòâà, ïîñòðîåííîãî â òåîðåìå 2, îáëàäàåò
òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.
Ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñóïåðíèçêèì [13], åñëè A′ ≡tt ∅′. Íàïîìíèì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5 (Õ. Êàðñòåíñ [14]). Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A âåðíî, ÷òî A ≤tt ∅′ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ω-â. ï.

Òåîðåìà 6 (Þ.Ë.Åðøîâ [4]). Åñëè A ∈ Σ−1a äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ O è C ≤m A, òî C ∈ Σ−1a .

Òåîðåìà 7 (Ì.Ì.Àðñëàíîâ [6]). Ïóñòü A ñóïåðíèçêîå íåâû÷èñëèìîå â. ï. ìíîæåñòâî.
Òîãäà ëþáîå SS(A)-ìíîæåñòâî C èìååò 2-â. ï. ñòåïåíü.

Ïîñêîëüêó A ÿâëÿåòñÿ ñóïåðíèçêèì, òî A′ ≤tt ∅′, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 5 ìíîæåñòâî A′

ÿâëÿåòñÿ ω-â. ï. Åñëè C ÿâëÿåòñÿ SS(A)-ìíîæåñòâîì (ò. å. C â. ï. îòíîñèòåëüíî A), òî C ≤m
A′. Ïî òåîðåìå 6 ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ ω-â. ï. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 4 îíî èìååò 2-â. ï.
ñòåïåíü.
Èç ýòèõ òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî, ïîñòðîåííîå â òåîðåìå 2, íå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðíèç-

êèì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A íåâû÷èñëèìîå â. ï. ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå â. ï. ìíî-
æåñòâî A1, ÷òî ∅ <T A1 <T A è A′1 ÿâëÿåòñÿ ω-â. ï.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà.Èñêîìîå â. ï. ìíîæåñòâîA1 ≤T A äèàãîíàëèçèðóåì ïðîòèâ Φe, e ∈
ω, ñëåäóþùèì îáðàçîì: âû÷èñëÿåì Φe(xi) äëÿ âñ¼ áîëüøèõ è áîëüøèõ ÷èñåë x1, x2, . . ., ïîêà
íå íàéäåì òàêîå xi, ÷òî Φe(xi) ↓ è 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå çàïðåùàåì ïåðå÷èñëÿòü xi â A1 è îñòà-
íàâëèâàåì ýòó ïðîöåäóðó. Åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òî èëè Φe ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé
ôóíêöèåé, èëè äëÿ íåêîòîðîãî i íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî y ≤ xi, êîòîðîå áóäåò ïåðå÷èñëåíî
â A ïîçäíåå (åñëè ýòî íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò, òî A áóäåò âû÷èñëèìûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó A), è òîãäà ìû ïåðå÷èñëèì xi â A1.
Êîìáèíèðóåì ýòó ñòðàòåãèþ ñî ñòàíäàðòíîé ñòðàòåãèåé ïîñòðîåíèÿ íèçêîãî ìíîæåñòâà

è èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûé ìåòîä ïðèîðèòåòà äëÿ ðàçðåøåíèÿ êîíôëèêòîâ ìåæäó ýòèìè
ñòðàòåãèÿìè. Ïîñêîëüêó çàïðåòû êàæäîé ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ íèçêîãî ìíîæåñòâà ìîãóò
áûòü íàðóøåíû òðåáîâàíèÿìè áîëåå âûñîêîãî ïðèîðèòåòà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, íå áîëåå
n+ 1 ðàç, òî ìíîæåñòâî A′ ÿâëÿåòñÿ ω-â. ï.

Òåîðåìà 8. Ñóùåñòâóþò òàêèå íèçêèå â. ï. ñòåïåíè a è b, ÷òî 0 < a ≤ b, è äëÿ ëþáîé
ñòåïåíè c, â. ï. îòíîñèòåëüíî a, åñëè b ≤ c, òî c ÿâëÿåòñÿ â. ï.

Ïóñòü ñòåïåíü b ñîäåðæèò ìíîæåñòâî, ïîñòðîåííîå â òåîðåìå 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ ìîæåì
íàéòè òðåáóåìóþ ñòåïåíü a. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïàðà ìíîæåñòâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè c ≥ b è c ÿâëÿåòñÿ CEA(a), òî îíà ÿâëÿåòñÿ CEA(b). Ïîñêîëüêó
a ÿâëÿåòñÿ ñóïåðíèçêèì, ñòåïåíü c áóäåò 2-â. ï. ïî òåîðåìå 7. Ïîýòîìó ñòåïåíü c ÿâëÿåòñÿ
â. ï. ïî âûáîðó b.

2.2. CEA ñòåïåíè è òðàíñôèíèòíûå óðîâíè èåðàðõèè Åðøîâà. Â [15] òåîðåìà 4
áûëà îáîáùåíà íà òðàíñôèíèòíûå óðîâíè èåðàðõèè Åðøîâà.

Òåîðåìà 9 (È.È.Áàòûðøèí [15]). Ëþáàÿ ∆−1v -ñòåïåíü c, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ CEA(a) äëÿ
â. ï. ñòåïåíè a, ÿâëÿåòñÿ òàêæå Σ−1u -ñòåïåíüþ, ãäå |v|O = ωn+1, u <O v, |u|O = ωn, n > 0.
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Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü A > ∅ ÿâëÿåòñÿ òàêèì íèçêèì â. ï. ìíîæåñòâîì, ÷òî A′ ∈ ∆−1v ,
ãäå |v|O = ωn+1, n > 0. Òîãäà ëþáîå SS(A)-ìíîæåñòâî C èìååò Σ−1u -ñòåïåíü, ãäå u <O v,
|u|O = ωn.

Ïîñêîëüêó C ÿâëÿåòñÿ SS(A)-ìíîæåñòâîì, ò. å. C â. ï. îòíîñèòåëüíî A, òî C ≤m A′. Â
ñèëó òåîðåìû 6 èìååì C ∈ ∆−1v . Ñîãëàñíî òåîðåìå 9 ìíîæåñòâî C èìååò Σ−1u -ñòåïåíü.
Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà âåðíà òàêæå â åñòåñòâåííîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé äëÿ îðäèíàëîâ

íèæå ωω, â êîòîðîé âåðíà òàêæå

Òåîðåìà 11 (Ì.Õ.Ôàéçðàõìàíîâ [16]). Ïóñòü A ⊂ ω.
(i) Åñëè A′ ∈ Π−1a äëÿ a ∈ C, òî A′ ∈ ∆−1a .
(ii) Åñëè n > 0 è A′ ∈ Σ−1ωn , òî A′ ∈ ∆−1ωn .

(iii) Åñëè m,n > 0 è A′ ∈ Σ−1ωnm, òî A
′ ∈ ∆−1ωn .

Òåîðåìà 11 âìåñòå ñ òåîðåìàìè 7 è 10 ïîçâîëÿåò ñëåäóþùèì îáðàçîì êëàññèôèöèðîâàòü
ñòåïåíè SS-ìíîæåñòâ â òåðìèíàõ èåðàðõèè Åðøîâà äëÿ åñòåñòâåííîé ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé
îðäèíàëîâ íèæå ωω.

Òåîðåìà 12. Äëÿ ëþáîé íåâû÷èñëèìîé íèçêîé â. ï. ñòåïåíè A, åñëè A′ ïðèíàäëåæèò óðîâ-
íþ èåðàðõèè Åðøîâà íèæå ωω äëÿ åñòåñòâåííîé ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé äëÿ îðäèíàëîâ, òî
ëþáîå SS(A)-ìíîæåñòâî C èìååò èëè 2-â. ï. ñòåïåíü, èëè Σ−1ωn -ñòåïåíü äëÿ íåêîòîðîãî
n > 0.

2.3. Èçîëèðîâàííîñòü è CEA èåðàðõèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî 2-â. ï. ñòåïåíü d íàçûâàåòñÿ
èçîëèðîâàííîé [17], åñëè âñå â. ï. ñòåïåíè íèæå d èìåþò íàèáîëüøóþ â. ï. ñòåïåíü a (â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî a èçîëèðóåò d). Èçîëèðîâàííûå ñòåïåíè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [17]�[19],
[1], â ÷àñòíîñòè, áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 13 (Ì.Ì.Àðñëàíîâ, Ñ. Ëåìïï, Ð. Øîð [1]). Ñóùåñòâóåò òàêîå íåïîëíîå íåâû-
÷èñëèìîå â. ï. ìíîæåñòâî A, ÷òî ëþáîå CEA(A) ∆0

2-ìíîæåñòâî èìååò â. ï. ñòåïåíü.

Òåîðåìà 14 (Ì.Ì.Àðñëàíîâ, Ñ. Ëåìïï, Ð. Øîð [19]). Äëÿ ëþáîé íåâû÷èñëèìîé â. ï. ñòå-
ïåíè c ñóùåñòâóåò íåâû÷èñëèìàÿ â. ï. ñòåïåíü a ≤ c, êîòîðàÿ íå èçîëèðóåò íèêàêóþ
ñîáñòâåííóþ CEA(a) ñòåïåíü.

Òåîðåìà 15 (Ì.Ì.Àðñëàíîâ, Ñ. Ëåìïï, Ð. Øîð [19]). Åñëè c ÿâëÿåòñÿ CEA(0′), òî ñóùå-
ñòâóåò íåâû÷èñëèìàÿ â. ï. ñòåïåíü a ñ a′ = c, êîòîðàÿ íå èçîëèðóåò íèêàêóþ ñîáñòâåí-
íóþ CEA(a) ñòåïåíü.

Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåâû÷èñëèìîé íèçêîé â. ï. ñòåïåíè a, êîòî-
ðàÿ íå èçîëèðóåò íèêàêóþ ñîáñòâåííóþ CEA(a) ñòåïåíü. Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ, âåðíî ëè, ÷òî êàæäàÿ íåâû÷èñëèìàÿ â. ï. ñòåïåíü a èçîëèðóåò ñòåïåíü d > a ñî
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì �ñëàáîé èçîëèðîâàííîñòè�: ìîæåò ëè ñòåïåíü d ñîäåðæàòü ðàçíîñòü
B − C äâóõ òàêèõ ìíîæåñòâ B è C, ÷òî C ⊂ B è îáà ìíîæåñòâà â. ï. îòíîñèòåëüíî a?
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ÷àñòè÷íûé îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 16. Ñóùåñòâóåò â. ï. ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî ∅ <T A <T ∅′, è åñëè âûïîëíåíî
A <T B − C ≤T ∅′ äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ B ⊃ C, ïåðå÷èñëèìûõ îòíîñèòåëüíî A, òî
A <T W <T B − C äëÿ íåêîòîðîãî â. ï. ìíîæåñòâà W .

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Â [19] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïîëíàÿ íåâû÷èñëèìàÿ
â. ï. ñòåïåíü a òàêàÿ ÷òî, ëþáàÿ ñòåïåíü d, êîòîðàÿ CEA â a è âû÷èñëèìà â 0′, ÿâëÿåòñÿ
â. ï. ñòåïåíüþ (òàêæå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïðèâåäåí â êà÷åñòâå òåîðåìû 13).
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Ñïåðâà çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü a íå ìîæåò èçîëèðîâàòü íèêàêóþ 2-â. ï. ñòåïåíü âûøå a.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ñîáñòâåííàÿ 2-â. ï. d > a èçîëèðóåòñÿ ñòåïå-
íüþ a (ñëó÷àé, êîãäà ñòåïåíü d â. ï., òðèâèàëåí ââèäó òåîðåìû Ñàêñà î ïëîòíîñòè). Ñóùå-
ñòâóåò â. ï. ñòåïåíü f < d òàêàÿ, ÷òî d â. ï. îòíîñèòåëüíî f . Òîãäà ëèáî f ≤ a (è, çíà÷èò,
d â. ï. îòíîñèòåëüíî a, à ïî òåîðåìå 13 è âîâñå â. ï., ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ), ëèáî
a < a ∪ f < d (÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó d).
Äîêàæåì, ÷òî a èìååò ñëåäóþùåå èñêîìîå ñâîéñòâî: íàä a íå ñóùåñòâóåò ñòåïåíåé d (íå

ÿâëÿþùèõñÿ â. ï.) òàêèõ, ÷òî d èçîëèðóåòñÿ a è ñîäåðæèò ðàçíîñòü B − C, ãäå C ⊂ B
ÿâëÿþòñÿ â. ï. îòíîñèòåëüíî a.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå â. ï. ìíîæåñòâî A ∈ a. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà C ⊂ B, êîòîðûå â. ï. îòíîñèòåëüíî A è òàêèå, ÷òî

1) B − C 6≤T A è B − C ≤T ∅′;
2) We ≤T A⊕ (B − C) ⇒ We ≤T A.

Ïóñòü E = B−C è Es = Bs−Cs äëÿ íåêîòîðûõ A-âû÷èñëèìûõ ïåðå÷èñëåíèé B = {Bs}s∈ω
è C = {Cs}s∈ω. Îïðåäåëèì M = {〈x, s〉 | x ∈ Es − E}. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

(a) ω −M ÿâëÿåòñÿ â. ï. îòíîñèòåëüíî A: 〈x, s〉 ∈ ω −M ⇐⇒ x /∈ Es ∨ x ∈ C,
(b) E â. ï. â M ⊕A: x ∈ E ⇐⇒ (∃s)[x ∈ Es&〈x, s〉 /∈M ], è
(c) A ≤T M ⊕A ≤T E ⊕A.
Ñòåïåíü ìíîæåñòâàM ⊕A ÿâëÿåòñÿ CEA(a). Òîãäà ñîãëàñíî âûáîðó A èìååì, ÷òîM ⊕A

èìååò â. ï. ñòåïåíü. Ïðèìåíèì óñëîâèå 2). Ââèäó òîãî, ÷òî M ⊕A ≤T E⊕A, è M ⊕A èìååò
â. ï. ñòåïåíü, ïîëó÷àåì M ⊕ A ≤T A. Ïîýòîìó E â. ï. îòíîñèòåëüíî M ⊕ A ≡T A. Ñîãëàñíî
âûáîðó A ìíîæåñòâî E òàêæå èìååò â. ï. ñòåïåíü. Ïî óñëîâèþ 2) ïîëó÷àåì E ≤T A, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 1).
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CEA operators and the Ershov hierarchy

Abstract. We examine the relationship between the CEA hierarchy and the Ershov hierarchy
within ∆0

2 Turing degrees. We study the long-standing problem raised in [1] about the existence
of a low computably enumerable (c.e.) degree a for which the class of all non-c.e. CEA(a) degrees
does not contain 2-c.e. degrees. We solve the problem by proving a stronger result: there exists a
noncomputable low c.e. degree a such that any CEA(a) ω-c.e. degree is c.e. Also we discuss related
questions and possible generalizations of this result.
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