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Исследуются вырожденные эволюционные уравнения дробного порядка с младшими
дробными производными. Рассматривается случай относительно ограниченной пары
операторов в главной части уравнения. Для линейного и полулинейного уравнений
доказано существование единственного сильного решения обобщённой задачи Шо-
уолтера — Сидорова. Эти результаты используются для доказательства разрешимо-
сти задачи стартового управления в линейном и полулинейном случае. Полученные
результаты используются при исследовании задачи оптимального управления для
вырожденной распределённой системы дробного порядка по времени.
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Введение
Рассматривается задача стартового управления для дробного нелинейного урав-

нения

LDα
t x(t) = Mx(t) +N(t,Dα1

t x(t), Dα2
t , . . . , D

αn
t x(t)) + f(t), t ∈ (t0, T ). (1)

Здесь X , Y — банаховы пространства, непрерывный оператор L : X → Y имеет
нетривиальное ядро kerL 6= {0}, M — линейный замкнутый плотно определённый
в X оператор, действующий в пространство Y , f : (t0, T )→ Y — заданная функция,
Dα
t , D

αk
t — дробные производные Герасимова — Капуто, где 0 ≤ α1 < α2 < · · · <

αn ≤ m− 1 < α ≤ m ∈ N.
В задаче стартового управления функции управления u = (u0, u1, . . . , um−1) ∈

(X 1)m выступают в качестве начальных данных для уравнения (1) в начальных
условиях

(Px)(k)(t0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2)

где P — проектор вдоль подпространства вырождения (он будет описан далее). На
функцию управления накладывается условие принадлежности множеству допусти-
мых управлений

u ∈ U∂. (3)

Функционал качества в задаче управления имеет следующий вид:

J(x, u) = ‖x−xd‖Cm−1([t0,T ];X ) +‖Dα
t x−Dα

t xd‖
q
Lq(t0,T ;X ) +δ

m−1∑
k=0

‖uk−udk‖2
X → inf, (4)
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где q > 1, δ > 0, xd и ud = (ud0, . . . , ud(m−1)) — заданные функции. Цель данной
работы — установить условия разрешимости задачи (1)–(4). Особенность этой за-
дачи заключается в том, что уравнение (1) не разрешимо относительно старшей
производной дробного порядка. Для исследования такого уравнения приходится
накладывать некоторые специальные ограничения на нелинейный оператор N , в
данном случае это условие принадлежности его образа imN дополнительному под-
пространству к подпространству вырождения.

В последние десятилетия дробное интегро-дифференциальное исчисление ста-
ло одним из важнейших инструментов для решения задач математического мо-
делирования [1–5]. Различные вопросы теории управления системами, описывае-
мыми дифференциальными уравнениями дробного порядка, исследуются многими
авторами [6–8]. М.В.Плехановой исследован ряд задач оптимального управления
для уравнений с вырожденным оператором при производной дробного порядка по
времени и с нелинейным опрератором от производных целого порядка [9–12]. На-
стоящая статья является продолжением работ [13–17] по исследованию уравнений
дробного порядка с нелинейным оператором, зависящим от производных младшего
дробного порядка. В то же время полученные здесь результаты являются разви-
тием исследований задач стартового управления для вырожденных эволюционных
уравнений из работ [18–20].

В первом разделе приведены необходимые для дальнейшего изложения опреде-
ления и результаты, а также доказана теорема о разрешимости задачи стартово-
го управления для полулинейного уравнения с ограниченным линейным операто-
ром, разрешённого относительно старшей дробной производной. Задачам стартово-
го управления для вырожденного полулинейного уравнения с относительно огра-
ниченной парой линейных операторов посвящён второй раздел. Доказана теорема
об однозначной разрешимости обобщённой задачи Шоуолтера — Сидорова, а также
теорема о разрешимости задачи стартового управления для соответствующей си-
стемы. В третьем разделе эти результаты уточнены для линейного вырожденного
уравнения с младшими дробными производными. В последнем разделе статьи по-
лученные результаты используются при исследовании задачи оптимального управ-
ления для вырожденной распределённой системы дробного порядка по времени.

1. Задача стартового управления
для невырожденного уравнения
Введём обозначения gδ(t) := Γ(δ)−1tδ−1, g̃δ(t) := Γ(δ)−1(t − t0)δ−1, Jδt h(t) :=

t∫
t0

gδ(t − s)h(s)ds для δ > 0, Dm
t — обычная производная порядка m ∈ N, J0

t —

тождественный оператор, m − 1 < α ≤ m. Дробная производная Герасимова —
Капуто [21, с. 11] функции h определяется как

Dα
t h(t) := Dm

t J
m−α
t

(
h(t)−

m−1∑
k=0

h(k)(t0)g̃k+1(t)

)
, t ≥ t0.

Пусть Z — банахово пространство. Рассмотрим задачу Коши

z(k)(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (5)

для нелинейного дифференциального уравнения

Dα
t z(t) = Az(t) +B(t,Dα1

t z(t), Dα2
t z(t), . . . , Dαn

t z(t)), (6)
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где A ∈ L(Z), т. е. линейный непрерывный оператор, действующий из Z в Z,
m − 1 < α ≤ m ∈ N, 0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn < α, n ∈ N, причём нелинейный
оператор B : (t0, T ) × Zn → Z является каратеодориевым отображением, т. е. для
произвольных z1, z2, . . . , zn ∈ Z он задаёт измеримое отображение на (t0, T ), а для
почти всех t ∈ (t0, T ) — отображение, непрерывное по совокупности переменных
z1, z2, . . . , zn ∈ Z.

Сильным решением задачи (5), (6) является функция z ∈ Cm−1([t0, T ];Z), такая,

что Jm−αt

(
z −

m−1∑
k=0

z(k)(t0)g̃k+1

)
∈ Wm

q (t0, T ;Z) для некоторого q > 1, выполнены

условия (5) и почти всюду на (t0, T ) выполнены условия (6).
Обозначим как x = (x1, x2, . . . , xn) набор n элементов. Будем говорить, что опе-

ратор B : (t0, T )×Zn → Z является равномерно липшицевым по x ∈ Zn, если най-

дётся такое l > 0, что выполняется неравенство ‖B(t, x)−B(t, y)‖Z ≤ l
n∑
k=1

‖xk−yk‖Z
для почти всех t ∈ (t0, T ) и для всех x, y ∈ Zn.

Лемма 1. [13]. Пусть l − 1 < β ≤ l ∈ N, t > t0. Тогда

∃Cl,β > 0 ∀h ∈ C l([t0, t];Z) ‖Dβ
t h‖C([t0,t];Z) ≤ Cl,β‖h‖Cl([t0,t];Z).

Теорема 1. [15]. Пусть αn ≤ m − 1, q > (α − m + 1)−1, z0, z1, . . . , zm−1 ∈ Z,
A ∈ L(Z), кроме того, B : (t0, T ) × Zn → Z — каратеодориево отображение,
равномерно липшицево по x, для всех y1, y2, . . . , yn ∈ Z и почти всюду на (t0, T )
верно неравенство

‖B(t, y1, y2, . . . , yn)‖Z ≤ a(t) + c
n∑
k=1

‖yk‖Z (7)

при некоторых a ∈ Lq(t0, T ;R), c > 0. Тогда задача (5), (6) имеет единственное
сильное решение.

Замечание 1. Если B : (t0, T ) × Zn → Z — каратеодориево отображение, равно-
мерно липшицево по z и для некоторого x ∈ Zn B(·, x) ∈ Lq(t0, T ;Z), q > 1, тогда

условие (7) выполнено при a(t) = ‖B(t, x)‖Z + l
n∑
k=1

‖xk‖Z , c = l.

Лемма 2. Пусть X0, X1 — рефлексивные банаховы пространства, X — банахово
пространство, X0 компактно вложено в X , которое непрерывно вложено в X1,
q, q1 ∈ (1,+∞). Тогда при m ∈ N

Wm
q,q1

(t0, T ;X0,X1) := {z ∈ Wm−1
q (t0, T ;X0) : z(m) ∈ Lq1(t0, T ;X1)}

с нормой
‖x‖Wm

q,q1
(t0,T ;X0,X1) = ‖x‖Wm−1

q (t0,T ;X0) + ‖x(m)‖Lq1 (t0,T ;X1)

является банаховым пространством, непрерывно вложенным в C([t0, T ];X1) и
компактно вложенным в Wm−1

q (t0, T ;X ).

Доказательство. Случай m = 1 ранее рассмотрен в [22; 23], поэтому будем рас-
сматривать случай m ∈ N, m > 1.

В силу метризуемости пространства D′(t0, T ;X1), в котором лежит нор-
мированное пространство Wm

q,q1
(t0, T ;X0,X1), достаточно показать существова-

ние предела фундаментальной последовательности {xn} в норме пространства
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Wm
q,q1

(t0, T ;X0,X1). Из определения нормы в этом пространстве следует, что после-
довательность сходится к некоторому x ∈ Wm−1

q (t0, T ;X0), а x(m)
n имеет предел v в

пространстве Lq1(t0, T ;X1), который равен x(m) в смысле пространства D′(t0, T ;X1).
Из отделимости топологии в D′(t0, T ;X1) следует, что v = x(m). Таким образом,
пространство Wm

q,q1
(t0, T ;X0,X1) банахово. Очевидно, что оно непрерывно вложено

вW 1
q,q1

(t0, T ;X0,X1), поэтому оно является непрерывно вложенным и в C([t0, T ];X1)
(см. [22; 23]).

Для всякого x ∈ Wm
q,q1

(t0, T ;X0,X1) имеем x(k) ∈ W 1
q,q1

(t0, T ;X0,X1), k =
0, 1, . . . ,m − 1. Возьмём последовательность {xn}, ограниченную в пространстве
Wm
q,q1

(t0, T ;X0,X1), тогда последовательности {x(k)
n } при всех k = 0, 1, . . . ,m−1 огра-

ничены в рефлексивном банаховом пространстве (см. [22; 23]) W 1
q,q1

(t0, T ;X0,X1),
учитывая непрерывность вложения X0 ⊂ X1. Поэтому можно перейти к слабо схо-
дящимся в W 1

q,q1
(t0, T ;X0,X1) подпоследовательностям. Их сильная сходимость в

Lq(t0, T ;X ) при заданных условиях доказана, например, в [22, теорема 1.5.1] или
в [23, теорема 7.5.16]. Поэтому существует подпоследовательность {xn}, имеющая
сильный предел в Wm−1

q (t0, T ;X ), что и доказывает компактность указанного в
формулировке данной теоремы вложения.

Следствие 1. Пусть X0, X1 — рефлексивные банаховы пространства, X0 ком-
пактно вложено в X1, q ∈ (1,+∞). Тогда при m ∈ N Wm

q (t0, T ;X0) компактно
вложено в Wm−1

q (t0, T ;X1).

Доказательство. Возьмём в предыдущей лемме q = q1, X = X1, тогда
Wm
q (t0, T ;X0) непрерывно вложено в Wm

q,q(t0, T ;X0,X1), которое в свою очередь в
силу леммы 2 компактно вложено в Wm−1

q (t0, T ;X1). Композиция непрерывного и
компактного операторов вложения (именно в таком порядке) является компактным
оператором вложения Wm

q (t0, T ;X0) в пространство Wm−1
q (t0, T ;X1).

Введём в рассмотрение при q > 1 пространство

Qα,q(t0, T ;X ) :=

{
z ∈ Cm−1([t0, T ];X ) : Jm−αt

(
z −

m−1∑
k=0

z(k)(t0)g̃k+1

)
∈Wm

q (t0, T ;X )

}
.

Лемма 3. [10]. Пространство Qα,q(t0, T ;X ) является банаховым с нормой

‖x‖Qα,q(t0,T ;X ) = ‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) + ‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ).

Рассмотрим задачу стартового управления

Dα
t z(t) = Az(t) +B(t,Dα1

t z(t), Dα2
t z(t), . . . , Dαn

t z(t)), t ∈ (t0, T ), (8)

z(k)(t0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (9)

u = (u0, u1, . . . , um−1) ∈ U∂, (10)

J(z, u)→ inf, (11)

где m − 1 < α ≤ m ∈ N, 0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn < α, n ∈ N, U∂ — множество
допустимых управлений, J — некоторый функционал качества.

Определим оператор γ0 : C([t0, T ];Z)→ Z, γ0z := z(t0).
Множеством допустимых пар W для задачи (8)–(11) будем называть такое мно-

жество пар (z, u) = (z, u0, . . . , um−1), что u = (u0, . . . , um−1) ∈ U∂, z ∈ Qα,q(t0, T ;Z)
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является сильным решением задачи (8), (9). Решить задачу оптимального управ-
ления (8)–(11) означает найти множество пар (ẑ, û) ∈W, минимизирующих функ-
ционал стоимости, т. е. J(ẑ, û) = inf

(z,u)∈W
J(z, u).

Теорема 2. Пусть α > 1, αn ≤ m − 2, q > (α − m + 1)−1, Z, Z1 — рефлек-
сивные банаховы пространства, Z компактно вложено в Z1, A ∈ L(Z), отоб-
ражение B1 : (t0, T ) × Zn1 → Z1 каратеодориево и равномерно липшицево по
z ∈ Zn1 , B : (t0, T ) × Zn → Z — сужение оператора B1 на (t0, T ) × Z; для всех
y1, y2, . . . , yn ∈ Z и почти всюду на (t0, T ) верно неравенство (7) при некоторых
a ∈ Lq(t0, T ;R), c > 0. Предположим, что U∂ — непустое выпуклое замкнутое
подмножество пространства Zm, пространство Qα,q(t0, T ;Z) непрерывно вложе-
но в банахово пространство Y, которое, в свою очередь, непрерывно вложено в
Wm−2
q (t0, T ;Z1), функционал качества J выпуклый, ограниченный снизу и полуне-

прерывный снизу на Y×Zm, коэрцитивный на пространстве Qα,q(t0, T ;Z)×Zm.
Тогда существует решение (ẑ, û) ∈ Qα,q(t0, T ;Z)× U∂ задачи (8)–(11).

Доказательство. В силу теоремы 3 W непусто. Определим пространства Y1 :=
Qα,q(t0, T ;Z), U := Zm, V := Lq(t0, T ;Z1)×Zm и операторы

L(z, u) := (Dα
t z − Az, γ0z − u0, γ0z

(1) − u1, . . . , γ0z
(m−1) − um−1),

F(z(·)) := −(B(·, Dα1
t z(·), . . . , Dαn

t z(·)), 0, 0, . . . , 0).

Непрерывность линейного оператора L : Y × U → V следует из вида оператора L.
Проверим выполнение остальных условий теоремы 2.4 [24].

Докажем непрерывность нелинейного оператора F : Qα,q(t0, T ;Z)→ V. Из соот-
ношения ‖zj−z‖Qα,q(t0,T ;Z) → 0 при j →∞ и равномерной липшицевости оператора
B1 следует, что

‖B1(·, Dα1
t zj(·), . . . , Dαn

t zj(·))−B1(·, Dα1
t z(·), . . . , Dαn

t z(·))‖Lq(t0,T ;Z1) ≤

≤ C1

n∑
k=1

‖Dαk
t zj −D

αk
t z‖C([t0,T ];Z1) ≤ C2

n∑
k=1

‖Dαk
t zj −D

αk
t z‖C([t0,T ];Z) ≤

≤ C3n‖zj − z‖Cm−2([t0,T ];Z) → 0.

Проверим условие компактности из теоремы 2.4 [24]. Пространство Y1 :=
Qα,q(t0, T ;Z) непрерывно вложено в Wm−1

q (t0, T ;Z) и поэтому в силу следствия 1
компактно вложено в Y−1 := Wm−2

q (t0, T ;Z1). Для v∗ ∈ (Lq(t0, T ;Z1))∗ в силу рав-
номерной липшицевости B1

|v∗(B1(·, Dα1
t zj(·), . . . , Dαn

t zj(·)), u0, u1, . . . , um−1)−

−B1(·, Dα1
t z(·), . . . , Dαnz(·)), u0, u1, . . . , um−1))| ≤

≤ ‖v∗‖(Lq(t0,T ;Z1))∗‖B1(·, Dα1
t zj(·), . . . , Dαn

t zj(·))−B1(·, Dα1
t z(·), . . . , Dαn

t z(·))‖Lq(t0,T ;Z1) ≤

≤ C2‖v∗‖(Lq(t0,T ;Z1))∗‖zj − z‖Wm−2
q (t0,T ;Z1).

Это позволяет сделать вывод о непрерывной продолжимости функционала w(·) =
v∗(F(·)) из Qα,q(t0, T ;Z) на Y−1.

По теореме 2.4 [24] получим требуемое.
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2. Вырожденное полулинейное уравнение
Пусть X и Y — банаховы пространства. В качестве L(X ;Y) будем обозначать

пространство линейных непрерывных операторов, действующих из X в Y . Обозна-
чим через Cl(X ;Y) множество всех линейных замкнутых операторов с областью
определения, плотной в X , действующих в Y . Предположим, что L ∈ L(X ;Y),
kerL 6= {0}, M ∈ Cl(X ;Y), DM — область определения оператора M , снабжённого
нормой графика ‖ · ‖DM := ‖ · ‖X + ‖M · ‖Y . Введём обозначения ρL(M) := {µ ∈ C :
(µL−M)−1 ∈ L(Y ;X )}, RL

µ(M) := (µL−M)−1L, LLµ := L(µL−M)−1.
Оператор M называется (L, σ)-ограниченным, если

∃a > 0 ∀µ ∈ C (|µ| > a)⇒ (µ ∈ ρL(M)) .

В случае (L, σ)-ограниченности оператора M имеем проекторы

P :=
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M) dµ ∈ L(X ), Q :=

1

2πi

∫
γ

LLµ(M) dµ ∈ L(Y),

на пространствах X и Y соответственно, где контур γ определяется как γ := {µ ∈
C : |µ| = r > a} (см. [25, p. 89, 90]). Положим X 0 := kerP , X 1 := imP , Y0 := kerQ,
Y1 := imQ. Обозначим через Lk (Mk) сужение оператора L (M) на X k (DMk

:=
DM ∩ X k), k = 0, 1.

Теорема 3. [25, с. 90, 91]. Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда
(i) M1 ∈ L

(
X 1;Y1

)
, M0 ∈ Cl

(
X 0;Y0

)
, Lk ∈ L

(
X k;Yk

)
, k = 0, 1;

(ii) существуют операторы M−1
0 ∈ L

(
Y0;X 0

)
, L−1

1 ∈ L
(
Y1;X 1

)
.

Здесь и далее G := M−1
0 L0. Для p ∈ N0 := {0} ∪ N оператор M называется

(L, p)-ограниченным, если он (L, σ)-ограничен, Gp 6= 0, Gp+1 = 0.
Пусть m − 1 < α ≤ m ∈ N, n ∈ N, 0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn < α. Рассмотрим

полулинейное уравнение

LDα
t x(t) = Mx(t) +N(t,Dα1

t x(t), Dα2
t x(t), . . . , Dαn

t x(t)) + f(t), (12)

где N : (t0, T )× X n → Y — нелинейный оператор, задана функция f : (t0, T )→ Y .
Предполагается, что kerL 6= {0}, поэтому уравнение (12) будем называть вырож-
денным. Исследуется задача для вырожденного уравнения (12) с обобщёнными
условиями Шоуолтера — Сидорова

(Px)(k)(t0) = xk, k = 0, 1, . . . ,m− 1. (13)

Функция x ∈ Cm−1([t0, T ];X )∩Lq(t0, T ;DM) называется сильным решением задачи
(12), (13), если

Jm−αt

(
x−

m−1∑
k=0

x(k)(t0)g̃k+1

)
∈ Wm

q (t0, T ;X ),

выполнены условия (13) и почти всюду на (t0, T ) верно равенство (12).

Лемма 4. [12]. Пусть H ∈ L(X ) — нильпотентный оператор степени p ∈ N0,
функция h : [t0, T ]→ X , (HDα

t )lh ∈ Cm−1([t0, T ];X ) и Dα
t (HDα

t )lh ∈ Lq(t0, T ;X ) для
l = 0, 1, . . . , p. Тогда уравнение HDα

t x(t) = x(t) + h(t) имеет единственное сильное
решение. Более того, оно имеет вид

x(t) = −
p∑
l=0

(HDα
t )lh(t).
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Теорема 4. Пусть αn ≤ m − 1, q > (α − m + 1)−1, p ∈ N0, оператор M (L, p)-
ограничен, отображение N : [t0, T ] × X n → Y каратеодориево, равномерно лип-
шицево по x̄ ∈ X n, для всех y1, y2, . . . , yn ∈ X и почти всюду на (t0, T ) выполнено
неравенство

‖N(t, x1, x2, . . . , xn)‖Y ≤ a(t) + c
n∑
k=1

‖xk‖X (14)

при некоторых a ∈ Lq(t0, T ;R), c > 0, imN ⊂ Y1. Пусть, кроме того,
Qf ∈ Lq(t0, T ;Y1), (GDα

t )kM−1
0 (I − Q)f ∈ C([t0, T ];X ), Dα

t (GDα
t )kM−1

0 (I − Q)f ∈
Lq(t0, T ;X ) для всех k = 0, 1, . . . , p. Тогда задача (12), (13) имеет единственное
сильное решение.

Доказательство. Из условий теоремы следует, что отображение

x(·)→ N(·, Dα1
t x(·), Dα2

t x(·), . . . , Dαn
t x(·))

действует из Cm−1([t0, T ];X ) в пространство Lq(t0, T ;Y).
Имеем imN ⊂ Y1, т. е. (I − Q)N ≡ 0, QN ≡ N . Уравнение (12) после действия

оператора M−1
0 (I − Q) примет вид GDα

t w(t) = w(t) + M−1
0 (I − Q)f(t), где w(t) :=

(I − P )x(t). В силу того, что оператор G нильпотентный, по лемме 4 единственное
решение этого уравнения имеет вид

w(t) = −
p∑

k=0

(GDα
t )kM−1

0 (I −Q)f(t).

Остаётся показать существование и единственность сильного решения задачи
Коши

Dα
t v(t) = S1v(t) + L−1

1 N(t,Dα1
t (v(t) + w(t)), . . . , Dαn

t (v(t) + w(t))) + L−1
1 Qf(t),

v(k)(t0) = xk, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

где v(t) := Px(t), S1 := L−1
1 M1 ∈ L(X 1), полученной из (12), (13) после действия

непрерывным оператором L−1
1 Q. Оператор

B(t, v0, v1, . . . , vn) := L−1
1 N(t, v0 +Dα1

t w(t), . . . , vn +Dαn
t w(t)) + L−1

1 Qf(t)

удовлетворяет условиям теоремы 3, из которой следует требуемое.

При q > 1 определим пространство

Zα,q(t0, T ;X ) := {z ∈ Cm−1([t0, T ];X ) ∩ Lq(t0, T ;DM) :

Jm−αt

(
z −

m−1∑
k=0

z(k)(t0)g̃k+1

)
∈Wm

q (t0, T ;X )

}
.

Лемма 5. [10]. Пространство Zα,q(t0, T ;X ) является банаховым с нормой

‖x‖Zα,q(t0,T ;X ) = ‖x‖Lq(t0,T ;DM ) + ‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) + ‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ).

Рассмотрим задачу стартового управления для вырожденного нелинейного
уравнения

LDα
t x(t) = Mx(t) +N(t,Dα1

t x(t), Dα2
t x(t), . . . , Dαn

t x(t)) + f(t), t ∈ (t0, T ), (15)

(Px)(k)(t0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (16)
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u = (u0, u1, . . . , um−1) ∈ U∂, (17)

J(x, u)→ inf, (18)

где U∂ — множество допустимых управлений, J — функционал качества.

Теорема 5. Пусть α > 1, αn ≤ m − 2, q > (α − m + 1)−1, оператор M (L, p)-
ограничен, X ,X1 — рефлексивные банаховы пространства, X компактно вложено
в X1, отображение N1 : (t0, T ) × X n

1 → Y каратеодориево, равномерно липши-
цево по x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ X n

1 , N — сужение оператора N1 на (t0, T ) × X n,
N [(t0, T ) × X n] ⊂ Y1; для всех x1, x2, . . . , xn ∈ X и почти всюду на (t0, T ) выпол-
нено неравенство (14) при некоторых a ∈ Lq(t0, T ;R), c > 0; Qf ∈ Lq(t0, T ;Y1),
(GDα

t )kM−1
0 (I − Q)f ∈ C([t0, T ];X ), Dα

t (GDα
t )kM−1

0 (I − Q)f ∈ Lq(t0, T ;X ) для
всех k = 0, 1, . . . , p. Предположим, что U∂ — непустое выпуклое замкнутое под-
множество пространства (X 1)m, Zα,q непрерывно вложено в банахово простран-
ство Y, которое непрерывно вложено в пространство Wm−2

q (t0, T ;X1); функци-
онал качества J выпуклый, ограниченный снизу и полунепрерывный снизу на
Y × (X 1)m, коэрцитивный на Zα,q(t0, T ;X ) × (X 1)m. Тогда существует решение
(x̂, û) ∈ Zα,q(t0, T ;X )× U∂ задачи (15)–(18).

Доказательство. По теореме 4 множество W непусто. Определим пространства
Y1 := Zα,q(t0, T ;X ), U := (X 1)m, V := Lq(t0, T ;Y)×Xm и операторы

L(x, u) := (LDα
t x−Mx, γ0(Px)− u0, γ0(Px)(1) − u1, . . . , γ0(Px)(m−1) − um−1),

F(x(·)) := −(N(·, Dα1
t x(·), Dα2

t x(·), . . . , Dαn
t x(·)), 0, 0, . . . , 0).

Непрерывность линейного оператора L : Y1 × U→ V следует из неравенств

‖L(x, u)‖Lq(t0,T ;Y)×Xm ≤ CL‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖Mx‖Lq(t0,T ;Y)+

+‖γ0(Px)‖X +‖γ0(Px)(1)‖X + · · ·+‖γ0(Px)(m−1)‖X +‖u0‖X +‖u1‖X + · · ·+‖um−1‖X ≤

≤ C1‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ) + C2‖x‖Lq(t0,T ;DM ) + C3‖x‖Cm−1(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm ≤

≤ C
(
‖x‖Zα,q(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm

)
= C‖(x, u)‖Zα,q(t0,T ;X )×Xm .

Непрерывность нелинейного оператора F : Zα,q(t0, T ;Z)→ V и выполнение осталь-
ных условий теоремы 2.4 [24] при Y−1 := Wm−2

q (t0, T ;Z1) доказываются, как в тео-
реме 2.

3. Вырожденное линейное уравнение
Пусть m − 1 < α ≤ m ∈ N, n ∈ N, Nk : (t0, T ) → L(X ;Y), k = 1, 2, . . . , n,

0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn < α. Рассмотрим обобщённую задачу Шоуолтера —
Сидорова

(Px)(k)(t0) = xk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (19)

для вырожденного линейного уравнения

LDα
t x(t) = Mx(t) +

n∑
k=1

Nk(t)D
αk
t x(t) + f(t), t ∈ (t0, T ). (20)

Взяв N(t, z1, z2, . . . , zn) :=
n∑
k=1

Nk(t)zk и опираясь на теорему 4, несложно полу-

чить следующий результат.
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Теорема 6. Пусть αn ≤ m − 1, q > (α − m + 1)−1, p ∈ N0, оператор M
(L, p)-ограничен, отображения Nk : (t0, T ) → L(X ;Y) измеримы, существенно
ограничены на (t0, T ), imNk(t) ⊂ Y1 для почти всех t ∈ (t0, T ), k = 1, 2, . . . , n,
Qf ∈ Lq(t0, T ;Y), для всех l = 0, 1, . . . , p (GDα

t )lM−1
0 (I − Q)f ∈ Cm−1([t0, T ];X ),

Dα
t (GDα

t )lM−1
0 (I −Q)f ∈ Lq(t0, T ;X ); x0, x1, . . . , xm−1 ∈ X 1. Тогда задача (19), (20)

имеет единственное сильное решение.

Рассмотрим задачу стартового управления для вырожденного линейного урав-
нения (20)

(Px)(k)(t0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (21)

u = (u0, u1, . . . , um−1) ∈ U∂, (22)

J(x, u) = ‖x−xd‖Cm−1(t0,T ;X ) +‖Dα
t x−Dα

t xd‖
q
Lq(t0,T ;X ) +δ

m−1∑
k=0

‖uk−udk‖2
X → inf, (23)

где множество допустимых управлений U∂ — подмножество пространства (X 1)m,
J — функционал стоимости, xd ∈ Qα,q(t0, T ;X ), ukd ∈ X 1, k = 0, 1, . . . ,m− 1, δ > 0.

Теорема 7. Пусть αn ≤ m − 1, q > (α − m + 1)−1, p ∈ N0, оператор M
(L, p)-ограничен, отображения Nk : (t0, T ) → L(X ;Y) измеримы и существенно
ограничены на (t0, T ), imNk(t) ⊂ Y1 для почти всех t ∈ (t0, T ), k = 1, 2, . . . , n;
Qf ∈ Lq(t0, T ;Y), для всех l = 0, 1, . . . , p (GDα

t )lM−1
0 (I − Q)f ∈ Cm−1([t0, T ];X ),

Dα
t (GDα

t )lM−1
0 (I−Q)f ∈ Lq(t0, T ;X ); U∂ — непустое замкнутое выпуклое подмно-

жество пространства (X 1)m. Тогда существует решение (x̂, û) ∈ Zα,q(t0, T ;X )×
U∂ задачи (20)–(23).

Доказательство. По теореме 6 множество допустимых парW непусто. Используем
теорему 2.3 из монографии [24] для доказательства разрешимости задачи оптималь-
ного управления.

Определим пространства Y := Qα,q(t0, T ;X ), Y1 := Zα,q(t0, T ;X ), U := (X 1)m,
V := Lq(t0, T ;Y)×Xm, F := (−f, 0, . . . , 0) ∈ V, оператор L : Y1 × U→ V, L(x, u) :=

= (LDα
t x−Mx−

n∑
k=1

Nk(t)D
αk
t x, γ0(Px)− u0, γ0(Px)(1)−u1 , . . . , γ0(Px)(m−1) − um−1).

Используя лемму 1, покажем непрерывность линейного оператора L:

‖L(x, u)‖Lq(t0,T ;Y)×Xm ≤ C‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖Mx‖Lq(t0,T ;Y)+

+
n∑
k=1

CNk‖D
αk
t x‖Lq(t0,T ;X ) + C‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) + ‖u‖Xm ≤

≤ C‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖x‖Lq(t0,T ;DM ) + C‖x‖Cm−1(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm ≤

≤ C
(
‖x‖Zα,q(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm

)
= C‖(x, u)‖Zα,q(t0,T ;X )×Xm .

Здесь CNk := ess sup{‖Nk(t)‖L(X ;Y) : t ∈ (t0, T )}.
Для пары (x, u) ∈W имеем

‖(x, u)‖Y1×U = ‖x‖Zα,q(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm =

= ‖x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖Mx‖Lq(t0,T ;Y) + ‖x‖Cm−1(t0,T ;X ) + ‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X )+
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+‖u‖Xm = ‖x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖LDα
t x−

n∑
k=1

NkD
αk
t x− f‖Lq(t0,T ;Y)+

+‖x‖Cm−1([t0,T ];X ) + ‖Dα
t x‖Lq(t0,T ;X ) + ‖u‖Xm ≤

≤ C‖x‖Qα,q(t0,T ;X ) +
m−1∑
k=0

‖uk‖X + Cf ≤ C1R + C2,

если J(x, u) ≤ R. Таким образом, функционал (23) коэрцитивный.

4. Пример задачи стартового управления
Рассмотрим задачу управления для модельного уравнения(

∂2

∂s2
+ γ

)
Dα
t v = βv +

n∑
k=1

δk(t)

(
∂2

∂s2
+ γ

)
Dαk
t v, s ∈ (0, π), t ∈ (t0, T ), (24)

v(0, t) = v(π, t) = 0, t ∈ (t0, T ), (25)

∂k

∂tk

(
∂2v

∂s2
+ γv

)
(s, t0) = uk(s), k = 0, 1, . . . ,m− 1, s ∈ (0, π), (26)

β ∈ R, γ = b2, b ∈ N, δk : (t0, T ) → R, k = 1, 2, . . . , n, 0 ≤ α1 < α2 < · · · <
αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈ N. Для того, чтобы свести задачу (24)–(26) к задаче (19),
(20) выберем пространства и операторы: X = {v : H2(0, π) : v(0) = v(π) = 0},
Y = L2(0, π), L = ∂2

∂s2
+ γ, M = βI, Nk(t) = δk(t)

(
∂2

∂s2
+ γ
)
, k = 1, 2, . . . , n. Тогда

X 1 =

{
v ∈ X :

π∫
0

v(s) sin(bs)ds = 0

}
, пространство управлений U = (X 1)m.

Для системы, описываемой соотношениями (24)–(26), рассмотрим задачу стар-
тового управления

‖u‖2
(H2(0,π))m ≤ r2, (27)

J(v, u) := ‖v − vd‖Cm−1([t0,T ];H2(0,π)) + ‖Dα
t v −Dα

t vd‖2
L2(t0,T ;H2(0,π))+

+δ
m−1∑
k=0

‖uk − udk‖2
H2(0,π) → inf, (28)

где vd ∈ Cm−1([t0, T ];X ), Dα
t vd ∈ L2(t0, T ;X ), ud ∈ X 1, r, δ > 0.

В данном случае имеем пространство

Zα,2(t0, T ;X ) :=

{
v ∈ Cm−1([t0, T ];X ) : Jm−αt

(
v −

m−1∑
k=0

v(k)(t0)g̃k+1

)
∈Hm(t0, T ;X )

}
.

Теорема 8. Пусть αn ≤ m − 2, (α −m + 1)−1 < 2, γ = b2 для некоторого b ∈ N,
функции δl : (t0, T )→ R измеримо и существенно ограничено, l = 1, 2, . . . , n. Тогда
существует решение задачи (24)–(28) на (t0, T ).

Доказательство. В силу того, что kerL = span{sin bs} уравнение (24) вырождено.
Оператор M (L, 0)-ограничен, т.к. для достаточно больших |µ| имеем µ 6= β

λk+γ
и

‖(µL−M)−1y‖H2(X ) =
∞∑
k=1

(1 + λ2
k)〈y, ϕk〉2

(µ(λk + γ)− β)2
≤ C

∞∑
k=1

〈y, ϕk〉2.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.



Задача стартового управления для одного класса вырожденных уравнений... 281

Из (L, 0)-ограниченности оператора M следует, что

imL = Y1 =

v ∈ L2(0, π) :

π∫
0

v(s) sin(bs)ds = 0

 ,

поэтому обобщённая задача Шоуолтера — Сидорова (19) эквивалентна задаче
(Lx)(k)(t0) = uk = Lxk ∈ Y1, k = 0, 1, . . . ,m − 1, которая в данном случае имеет
вид (26). Заметим, что imNk(t) ⊂ imL = Y1, так как Nk(t) = δk(t)L, k = 1, 2, . . . , n.

Очевидно, что замкнутый шар U∂, определяемый условием на управления (27),
является непустым замкнутым выпуклым множеством. Таким образом, по теоре-
ме 7 задача (24)–(28) имеет решение.
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Fractional order degenerate evolution equation with lower fractional derivatives is studied.
The case of a relatively bounded pair of operators in the main part of the equation is
considered. For linear and semilinear equations the existence of a unique strong solution
of the generalized Showalter — Sidorov problem is proved.These results are used for the
proof of the solvability of the start control problem in the linear and the semilinera case.
The obtained results are applied to study of an optimal control problem for a fractional
order in time degenerate distributed system.
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