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1 Воронежский государственный университет инженерных технологий, пр-т Революции, 19, г. Воронеж, 394036, Россия 
Аннотация. Для описания неизотермического течения расплава зерновых культур в экструдере в качестве исходных уравнений были 
выбраны уравнения движения, уравнение неразрывности, уравнение энергии (теплового баланса), реологическое уравнение. Для решения 
модели приняты следующие допущения: течение движущейся вязкой среды принимается ламинарным и установившимся; силы инерции 
и гравитации по сравнению с силами трения и давления настолько малы, что ими можно пренебречь; вязкая среда (расплав) представляет 
собой несжимаемую жидкость, характеризующуюся постоянными теплопроводностью и температуропроводностью; изменением 
теплопроводности в продольном направлении пренебрегали в связи с тем, что конвективный перенос теплоты в направлении течения 
выше, чем перенос теплоты теплопроводностью; теплопередача в направлению перпендикулярном течению расплава происходит только 
за счет теплопроводности. Для решения системы уравнений с учетом конвективной теплопередачи был использован численный метод 
конечных разностей, сущность использования которого заключалась в том, что рассматриваемая область (канал экструдера) разбивается 
на расчетные ячейки с помощью сетки. Сетка состояла из прямоугольных ячеек с постоянным шагом между узлами, которые точно лежат 
на границах области интегрирования. При этом дифференциальные уравнения преобразовывались в разностные уравнения путем замены 
производных в точке конечными разностями по границам ячейки. В результате решения получена математическая модель 
неизотермического течения расплава в канале экструдера. Для решения математической модели процесса экструзии зерновых культур при 
неизотермическом течении их расплавов составлена программа на алгоритмическом языке C++. Получена неизотермическая 
математическая модель процесса экструзии зерновых культур при температурах начала реакции Майяра, т. е. до 120–125 ℃, которая 
позволяет выявить характер изменения температуры по длине экструдера. Сравнительный анализ результатов численного решения 
и экспериментальных данных показал хорошую сходимость: среднеквадратичное отклонение не превышало 12,7%. 
Ключевые слова: математическая модель, неизотермическое течение, расплав, зерновые культуры, экструзия, комбикорм, 
защищенный белок, крупный рогатый скот 
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1 Voronezh State University of Engineering Technologies, Revolution Av., 19 Voronezh, 394036, Russia 
Abstract. The equations of motion, the equation of continuity, the equation of energy (heat balance), the rheological equation were chosen to 
describe the non-isothermal flow of the cereals melt in the extruder as the initial equations. The following assumptions were made to solve the model: 
the flow of a moving viscous medium is assumed to be laminar and steady; the forces of inertia and gravity are so small compared to the forces of 
friction and pressure that they can be neglected; a viscous medium (melt) is an incompressible liquid characterized by constant thermal conductivity 
and thermal diffusivity; the change in thermal conductivity in the longitudinal direction was neglected due to the fact that convective heat transfer in 
the flow direction is higher than the heat transfer by thermal conductivity; heat transfer in the direction perpendicular to the flow of the melt occurs 
only due to thermal conductivity. The numerical finite difference method was used to solve a system of equations taking into account convective heat 
transfer. Its essence of use lies in the fact that the considered area (extruder channel) is divided into calculated cells using a grid. The grid consisted of 
rectangular cells with a constant step between nodes, which exactly lie on the boundaries of the integration region. In this case, the differential 
equations were transformed into difference equations by replacing the derivatives at a point with finite differences along the cell boundaries. The 
mathematical model of non-isothermal melt flow in the extruder channel was obtained as a result of the solution. To solve a mathematical model of 
the process of grain crops extrusion with a non-isothermal flow of their melts, a program in the algorithmic language C ++ was compiled. A non-
isothermal mathematical model of the process of extrusion of grain crops at temperatures of the beginning of the Maillard reaction, i.e., up to 120–125 
℃, was obtained. It allows us to identify the nature of the temperature change along the length of the extruder. Comparative analysis of the results of 
the numerical solution and experimental data showed good convergence: the standard deviation did not exceed 12.7%.  
Keywords: mathematical model, non-isothermal flow, melt, grain crops, extrusion, compound feed, "protected" protein, cattle 
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Введение 
Для повышения продуктивности крупного 

рогатого скота (КРС) необходимо увеличить 
в сыром протеине долю защищенного белка, 
т. е. белка, устойчивого к воздействию фермен-
тов микрофлоры и неспособного к распаду 
на составляющие – аммиак и углеродную це-
почку [2, 7, 9, 11]. 

Отличительной особенностью модели-
рования процесса экструдирования зерновых 
культур при производстве комбикормов с защи-
щенным белком для крупного рогатого скота  
является то, что смесь белка и редуцирующих  
сахаров нагревают до температуры начала  
реакции Майяра, т. е. до 120–125 °C, не допус-
кая при этом ее развитие [1, 5, 6, 8, 10, 13, 14].  
Баротермомеханическая обработка исходных 
компонентов в экструдере позволяет поучить 
комбикорма с защищенным белком. 

Методы 
При выборе математической модели были 

выбраны следующие ограничения и допущения: 
течение движущейся вязкой среды принимается 
ламинарным и установившимся; силы инерции 
и гравитации по сравнению с силами трения 
и давления настолько малы, что ими можно 
пренебречь; вязкая среда (расплав) представляет 
собой несжимаемую жидкость, характеризу-
ющуюся постоянными теплопроводностью и  
температуропроводностью; изменением тепло-
проводности в продольном направлении прене-
брегали в связи с тем, что конвективный перенос 
теплоты в направлении течения выше, чем переноса 
теплоты теплопроводностью; теплопередача в 
направлению перпендикулярном течению расплава 
происходит только за счет теплопроводности; 

Математическая модель неизотермического 
течения расплава зерновых культур включала: 

уравнения движения 
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уравнение энергии (теплового баланса)  
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Результаты и обсуждение 

С учетом ранее принятых допущений 
уравнения неразрывности (1), движения (2) 
и энергии (3) можно упростить, так как компо-
ненты течения в направлении одной или двух 
осей координат можно считать несущественны-
ми. Для неизотермического течения расплава 
в кольцевом канале экструдера значимыми  

 
являются только компоненты скорости 
в направлении оси x, а градиенты скорости 
и температуры имеют ненулевые значения 
только в направлении оси у. Это означает, что 
члены уравнений (1)–(3) с компонентами 

,y zv v  и их производными по координатам x и 
z можно пренебречь.  
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Поэтому уравнение движения (1) [4] 
с учетом того, что / 0xv x   , так как движе-
ние является установившимся; / 0y xv v x   , 
так как 0yv  ; / 0z xv v z   , так как 0zv  ; 

/ 0xx x   , так как нормальными напряжениями 
вследствие деформации сдвига пренебрегаем; 

/ 0zx z   , поскольку ширина кольцевого 
канала B значительно больше высоты кольце-
вого канала H, то влиянием боковых стенок на 
величину напряжений сдвига zx  пренебрегаем; 

0xg  , так как влиянием сил гравитации пре-
небрегаем, можно записать следующим образом 

 yxx
x

v pv
x x y




  
   

   
. (4) 

Уравнение неразрывности (2) [4] с учетом 
того, что / 0x    – так как плотность посто-
янна и не меняется со временем; / ( ) 0yy v    – 
так как 0yv  ; / ( ) 0zz v   , поскольку  

0zv  ; если член уравнения (2) 
/ ( ) 0 / / /ˆx x xx v v x v x           , а в нем 
/ / 0xv x   – так как ρ = const, то из него сле-

дует, что / 0xv x    и поэтому / 0xv x   . 
Принимая допущение о несжимаемости рас-
плава (т. е. о постоянной плотности расплава), 
левая часть уравнение неразрывности (2) стано-
вится равной нулю, и оно приводится к виду: 
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Решая совместно упрощенные с учетом 
принятых допущений уравнение неразрывно-
сти (4) и уравнение движения (5), получаем 
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.  (6) 

Таким образом, для уравнения энергии (5) 
были приняты следующие упрощающие допуще-
ния как течение является: / 0T t    – так уста-
новившимся; / 0yv T y    – так как   = 0; 

/ 0zv T z    – так как   = 0; / 0xq x    – 
вследствие того что ( )   0xT f x   q        

/ 0zq z    – так как / 0T z   ; по условиям 
задачи предполагается, что все члены уравнений 
(1)–(3), содержащие    и    и их производные 
по x и у, равны нулю. 

После упрощения уравнения (5) получаем 
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Учитывая, что xy yx   и /yq T y     (закон 
Фурье), имеем: 
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Уравнения (5–8) дополним начальными 
условиями 
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и граничным условием по температуре: при 
прилипании расплава к стенкам канала тепло-
вой поток в слое, прилегающем к стенке, 
определяется следующей формулой 

 к ст
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Bi T TT
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Температура расплава, контактирующего 
со стенкой, принимается равной температуре 
стенки, то есть Tк = Tст. 

Вязкость зернового расплава при неизо-
термическом течении его в витках экструдера 
описывается уравнением в виде обобщенного 
степенного закона [4] 
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где   – эффективная вязкость расплава при 
начальных условиях; m  – постоянных коэф-
фициент расплава зерновых культур. 

С учетом уравнений (8) и (11) изменение 
температуры расплава по высоте канала шнека 
описывается следующим уравнением 
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Интегрируя уравнение (12) и учитывая, 
что при  0 /y T y    (профиль температуры 
по высоте канала шнека является симметричным), 
получаем 

 
1 2
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Интегрируя уравнение (13) и определяя 
постоянную интегрирования, получаем 
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где Тст – температура стенки, ℃; x, y – коорди-
наты, м; Н – высота канала шнека, м; λ – теп-
лопроводность расплава, Вт / (м×К).  
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Однако, учитывая, что теплота уносится 
вместе с потоком расплава, т. е. необходимо-
стью учитывать передачу теплоты конвекцией, 
а также принимая во внимание закон тепло-
проводности Фурье и уравнение (11), оконча-
тельно получаем 

 
22

2 ( ) x
р x

vТ Tс v y
x y y

  
   

    
     

, (15) 

В уравнении (15) член в левой части 
уравнения описывает конвективную теплопе-
редачу в направлении x, первый член в правой 
части уравнения – теплопередачу в направле-
нии y за счет теплопроводности, и второй член 
в правой части уравнения – диссипационную 
энергию вязкого течения за счет существования 
градиента скорости в направлении y. 

Для решения системы уравнений движе-
ния (4) и энергии (15) с учетом конвективной 
теплопередачи был использован численный ме-
тод конечных разностей, сущность использования 
которого заключалась в том, что рассматриваемая 
область (в данном случае канал экструдера) 
разбивается на расчетные ячейки с помощью 
сетки. Сетка состояла из прямоугольных ячеек 
с постоянным шагом между узлами, которые 
точно лежат на границах области интегриро-
вания. При этом дифференциальные уравнения 
преобразовывались в разностные уравнения 
путем замены производных в точке конечными 
разностями по границам ячейки [3, 4, 12, 15–20]. 

Это означает, что касательная в точке заме-
няется хордой. Тангенс угла наклона касательной, 
который соответствует частной производной, 
заменяется тангенсом угла наклона секущей, 
то есть конечно-разностным отношением. Такие 
разностные схемы аппроксимируют производные 
более точно, чем так называемые граничные 
схемы – конечно-разностные схемы для передней 
или задней границы и точки внутри расчетной 
области [4]. Центральная разностная схема может 
быть построена, только если доступны узлы 
сетки по обе стороны от текущего (центрального) 
узла. Если точка сетки хп лежит на границе  
или так близко к ней, что точки сетки по дру-
гую ее сторону не существует, то производная 
аппроксимируется с помощью передней или 
задней разностных схем (соответственно 
с шагом вперед или назад): 

Порядок решения математической моде-
ли (5)–(15) рассматривается на равномерной 
сетке. С этой целью разобьѐм область 

 0 1, 0 1D        на сетку с шагом h  
и h  по переменным   и   соответственно, 
с размерностью 1317. 

Для решения математической модели 
процесса экструзии зерновых культур при неизо-
термическом течении их расплавов составлена

программа на алгоритмическом языке Turbo 
Pascal 7,0. Исходные данные для расчета при-
ведены в таблице 1. 

Таблица 1. 
Исходные данные для расчета процесса 

экструзии зерновых культур 
при неизотермическом течении их расплавов 

Table 1.  
Initial data for calculating the process of extrusion of 
grain crops in the non-isothermal flow of their melts 

Переменная Variable Значение 
Value 

Шаг, м Step, m 0,0180 
Глубина винтового 

канала, м 
Screw channel 

depth, m 0,014 

Диаметр шнека, м Screw diameter, 
m 0,0220 

Зазор между 
корпусом и шнеком, 

м 

Clearance 
between body 
and auger, m 

0,0005 

Частота вращения 
шнека, 1/с 

Screw speed, 1 / 
s 1,0000 

Удельная 
теплоемкость 

продукта, Дж / 
(кг×К) 

Specific heat 
capacity of the 

product, J / (kg × 
K) 

1590,0000 

Плотность расплава 
продукта, кг/м3 

Density of 
product melt, kg 

/ m3 
1270,0000 

Коэффициент 
теплопроводности, 

Вт / (м×К) 

Thermal 
conductivity 
coefficient,  
W / (m × K) 

0,2210 

Вязкость, Па×с Viscosity, Pa × s 20000,0000 
Избыточное 

давление, МПа 
Overpressure, 

MPa 4,5000 

Начальная 
температура 
продукта, ℃ 

Initial product 
temperature, ℃ 20,0000 

Температура стенки 
винтового канала, ℃ 

Screw channel 
wall temperature, 

℃ 
135,0000 

Внутренний диаметр 
корпуса, м 

Inner diameter of 
body m 0,0225 

Угол подъема 
винтового канала рад 

The angle of 
elevation of the 
screw channel is 

rad 

0,2379 

Угловая скорость 
(Vо) м/с 

Angular velocity 
(Vo), m / s 0,0660 

Скорость по оси Z 
(W), м/с 

Z-axis speed 
,(W) m / s 0,0641 

Скорость по оси X 
(W), м/с 

X-axis speed, 
(W) m / s 0,0155 

Число Рейнольдса Reynolds 
number 6,4 Е-0005 

Число Эйлера Euler's number 8,80 Е + 
0005 

Число Эккерта Eckert number 1,79 
Е-0008 

Число Пекле Peclet number - 
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Рисунок 1. Изменение температур расплава 
зерновых культур по относительной длине рабочей 
камеры экструдера при различной начальной 
влажности зерновых культур 
Figure 1. Changes in the melt temperatures of grain 
crops along the relative length of the working chamber 
of the extruder at different initial moisture content of 
grain crops 

 
Учитывая тот факт, что повышение темпе-

ратуры расплава зерновых культур происходит 
за счет эффекта диссипации, т. е. преобразования 
механической энергии в тепловую за счет сил 
трения, то максимальная температура расплава 
наблюдается у поверхности шнека. Температура 
расплава у неподвижной стенки корпуса рабочей

камеры может быть ниже, чем у шнека, 
на 10 ℃. Температура расплава в пристенной 
зоне (у боковых стенок корпуса рабочей камеры) 
возрастает, что вызвано влиянием эффекта 
охлаждения расплава в центральной части канала 
вследствие адиабатического расширения. 

Сравнительный анализ расчетных значений 
температуры по модели (5)–(15) с аналогич-
ными моделями других авторов [3, 4] показал, 
более высокую точность описания поля темпера-
тур расплава при его неизотермическом течении 
в экструдере: среднеквадратичное отклонение 
не превышало 12,7% (рисунок 1). 

Заключение 
1. Получена неизотермическая матема-

тическая модель процесса экструзии зерновых 
культур при температурах начала реакции Майяра, 
т. е. до 120–125 ℃, которая позволяет выявить 
характер изменения температуры по длине  
экструдера. 

2. Сравнительный анализ результатов 
численного решения и экспериментальных данных 
показал хорошую сходимость: среднеквадра-
тичное отклонение не превышало 12,7%, что 
позволило сделать вывод о возможности полу-
чения экструдата с защищенным белком и ис-
пользования полученной модели при разработке 
и проектировании экструдеров. 
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